PT 2025-2026 : Correction du DM n° 4

PROBLEME N° 1

Soit a un réel non nul. On pose, pour tout réel x de [-1,1]:  gq(x) = cos(axArcsin x)

1. Montrer que g4 est de classe C?sur]-1,1]

On sait que la fonction Arcsin est C* donc C? sur ] - 1,1[ et que la fonction cos est C* donc C? sur R aussi g, est de classe C? sur
] - 1,—1[ par composition de fonctions de classe C2.

2. Donner, pour tout x de ] — 1, 1[, I'expression de g/, (x) en fonction de x.

Vxel-1,1[, g/ (x)=aArcsin’(x) x cos'(aArcsin x) =

x —sin(axArcsin x)

o
V1-—x2
3. Donner, pour tout x de ] — 1, 1[, I'expression de gi(x) en fonction de x.

Vxel-1,1[, ghx)=ax ((1 - xz)‘i) x —sin(oArcsin x) + x —atArcsin’ (x) x sin’ (dArcsin s)

1-x
soit: gl(x) =ax L 2x x (1 - x2)73 x —sin(aArcsin x) + @ T . cos(aArcsin x)
. = —_—— X - f— -
* 2 V1-—x? 1— x?
ox 2 .
ou: gi(x)=———— xsin(aArcsinx) — 5 cos(aArcsin x)
(1 x2)2 -

4. Montrer que g est solution sur | — 1,1[ de I'équation différentielle (1—-x%)y" —xy +a?y=0 (&)
Pour x€]-1,1[:
(1- xz)g (%) = x84 (%) + 0 ga (%)
ox

=— sin(aArcsin x) — o2 cos(aArcsin x) + sin(aArcsin x) + o cos(aArcsin x) =

ax
V1-—x? Vv1-—x2

gq est bien sur solution sur ] — 1, 1[ de 'équation différentielle (1—x?)y" —xy' +a?y=0 (&)

5. Onrecherche une solution de (&) développable sur ] —1,1[en série entiére sous la forme: y(x) = Z anx"
ettelleque: y(0)=1, y'(0)=0

(a) Exprimer, pour tout entier naturel n, a,, en fonction de a;,

+00o
Par dérivation terme a terme, on a, pour x€] —1,1[: y'(x) = Z nanx" 1 oet y'(x) = Z n(n-— l)ay,x"_2
n=0
1-x2)y"(x)—xy' () +a?y(x) =0 o (1-x?) Z nn-1a,x"? Z na,x +cxzz anx" =0
n—O n=0 n=0
+00 +00 +00
o Z nn-Dapx"*=Y nn-1a,x" =Y na,x"+a® ) a,x"=0
n=@2 n=0 n=0 n=0

On pose k = n—2 dans la premiére somme (qui peut démarrer a n=2etk=n dans les autres somrnes

1-x2)y"(x) - xy' () +a®y(x) =0 o Z (k+2)(k+1)agspx* — Z k(k -1 agx* - Z kapx* +o? Z apx*=0
k=0 k=0 k=0 k=0
On peut regrouper toutes les sommes car elles sont toutes convergentes sur ] —1,1[ :

+00

1-xH)y" @) —xy () +o?y(x) =0 ) ((k+ 2)(k+Dags — k(k—1ag —kag + azak)xk =0
k=0

Mais alors, par unicité du développement en série entiere, on a :

1-x3)y"(x) - xy () +oyx) =0 & VKN, (k+1)(k+2)ags — k(k—1)ag — kap +o?ar =0

< VkeN, a (kz—k+k—a2)ak Ko a (k+1)(k+2)#0
) = = + +
2= T D) (k+2) (ki Dk+2) &

n? — o2
Ainsi:|VneN, an+2=mdn

(b) Donner, pour tout entier naturel p, la valeur de azp+1

y'(0)
1!
on vérifie facilement que‘ VpeN, azpi1 =0

Onsaitque aqp=y0)=1 et a = =0 Deslors, par une récurrence immédiate avec 'hypothese HR ), : « dap+1 =0,

Initialisation : HR( est vraie pour car azxg+1 = a1 =0

Hérédité : Prouvons HR, = HR, autrement dit on suppose que az,+1 = 0 et on vérifie que azp+1)+1 = d2p+3 =0
2p+1)?-ao?

Cp+3)2p+2)

Conclusion : Par une récurrence simple sur p, on a donc justifié que| Vp e N, azp+1 =0

Or,avec n=2p+1danslarelationde5.a,0na: dps3= azp+1 =0siazp1 =0

(c) Exprimer, pour tout entier naturel p az, en fonction de p (on ne cherchera pas a simplifier le numérateur de azp)
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_@ep-2?-o? (ep-22%-a?)(2p-4?*-0o?)

En itérant la relation de 2.a,ona: azp = —(Zp) 2p-1D d2p-2 = CPCP—Dep-22p-3 A2p—4
p-1
2k 2 _ 2
(@p-2?2-a?)(@p-9*-o’) x...x 2° —a®)(0° —a?) . kHo (@57 -<)
Azp=..= ap Mais ap=y(0)=1donc: |az,=
2p)2p-1)2p-2)2p—-3) x...x2x1) 2p)!

(d) Que dire de la série entiere lorsque a est un entier relatif pair? En déduire, dans ce cas, le rayon de convergence.

Si o = +2n pour n € N alors, par une récurrence initialisé a p = n, on a, pour tout p = n, az, = 0.

De ce fait, | 1a série entiére Z a, est finalement un polynome lorsque a est un entier relatif pair | (il n’y a qu'un nombre fini de coeffi-
n=0

cients a, non nul). La convergence de la série est alors réalisé pour tout x réel et donc
‘ R=+0c0 siaestun entier relatif pair

(e) Quel est le rayon de convergence de la série lorsque o n’est pas un entier relatif pair?

On suppose cette fois que Vn € Z, a # +2n = (2n)2 —o® #0 et azp ne sera jamais nul car il n'y aura pas de facteur nul dans
le produit. La série est lacunaire Z anpx" = Z agpxz” et les coefficients a,, ne s'annule plus donc on calcule le rayon de

n=0 p=0
convergence R avec la regle de d’Alembert. Pour x # 0 en utilisant 2.a avec n=2p :
lazpr2X?P*? 2p)?-a?l |, ap* 5, 2
5 = X" ~potoo T X =X
|azpx°P| 2p+2)2p+1) 4p p—+oo

Si x2 <1< |x| <1 alors la série converge absolument et doncR>1. Si x%2>1 < |x| > 1 alors la série diverge grossiérement et

donc R< 1. Finalement,ona|R=1 si a n’est pas un entier relatif pair

(f) Justifier que g4 est bien développable en série entiére et que le développement est donnée par la série ) a, x"

Dans tous les cas (question (d) ou (e)), on a R = 1 donc on peut affirmer que le probléeme de Cauchy (&) avec y(0) =1 et y'(0) =0
possede une solution développable en série entiere.

o s . _ . . Lo« o
Or, on sait déja que gq est solution de (&) sur ] —1,1[ et que g (0) = cos(a x 0) =1 et g, (0) = ot x —sin(0) =0
+00
Par unicité de la solution du probleme de Cauchy, on peut affirmer que gq(x) = Z anx" pour [x] <RouR =1 >0, on peut
n=0

donc affirmer que | g, est développable en série entiere et que le développement est donnée par la série ) a, x"

6. Dans cette question uniquement, on se place dans le cas ot a = 1.

(a) Exprimer alors ay), al'aide de (2p)! et de p!.

p-1 p-1
k)2 -12 Ck-1)2k+1)
]}:[0( ) ]}:[0( )_(—1)><1><1><3><3><5><---><(2p—5)(2p—3)><(2p—3)(2p—1)

d2p = 1 - 1 1
2p)! 2p)! 2p)!
1 (12 x3%x -0 x (2p—1)2)
autrementdit: dapp = — 2p) 291 car les termes au numérateur sont au carré saufle premier et le dernier
On ajoute les carrés des termes pairs manquant au numérateur qu’'on compense au dénominateur
= 1 12x22x3% x-x2p-12x2p)P -2 1 . @p)? N @2p)!
2p 2p)lx2p-1) 22 x 42 x x(2p)? Cpix2p-1) (2P x1x2x---x p)2 7 22P (p)2(2p-1)

(b) Pour tout réel x de [-1,1], démontrer que gq(x) = V1 — x?

Pour xe [-1,1]:
T T
g1(x) = cos(Arcsin x) = | cos(Arcsin x)| = v/ cos?(Arcsinx) car Arcsinx € [—5, E] = cos(Arcsinx) =0

Aussi : g1 (x) = V/1-sin?(Arcsinx) | g1(x) = V1 - x2

(c) En calculant directement le développement en série entiere de gq(x), retrouver I'expression de az,

DMn°4

On peut directement utiliser la formule du bin6me généralisé : g;(x) = (1 — xz)% =1+ u)*% avec u = —x2. Pour |u| < 1:

1 +00%><(%—1]x(%—z]x---x[%—(n—l)) L o uh
(1+u)2=n;0 p u =r§02—n(1x(—l)x(—3)x--~x(—(2n—3))];

=(—=1)""1x1x3x--x(2n—3)

. ) 1 D" 1x3x--x(@2n-1) u"
En ajoutant le facteur (27 — 1) manquant au numérateur et en compensant: (1 +u)2 = Z X —

= o 2n-1 n!
En ajoutant au numérateur et au dénominateur le produits des termes pairs, on a :
1 el 1 D" len! Wt X1 1 =D™len
1+uwzz = — X X X — = — X X X —
n=02" 2n-1 2x4x---xQ2n) n! 2" 2n-1 21 x nl n!
e | 1 -D"l@en)!  (-D"xn e -2n)!
Pour |- x*|<lox’<lolxl<l:g1(x)=vV1-x2=) — x x( )« )x( ) = %2”
—02" 2n-1 2" x n! n! =0 @M=(nhH=2n-1)
On retrouve bien I'expression ay, de la question 6.a.
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Dans un casino, il a deux machines a sous A et B qui sont réglées de la facon suivante :

1
— la probabilité de gagner sur la machine A est de 5

1
— la probabilité de gagner sur la machine B est de T

Un joueur soupgonne les machines d’avoir des réglages différents mais il ne sait pas laquelle est la plus favorable. Il décide alors d’adopter
la stratégie suivante :

— il commence par choisir une machine au hasard

— apres chaque partie, il change de machine s’il vient de perdre et il rejoue sur la méme machine s’il vient de gagner
On définit, pour k € N*, les événements suivants :

— Gg «Le joueur gagne la kieme partie »

— Ay «La k iéme partie se déroule sur la machine A »

1. Ecrire une fonction Python jouer d’argument I'entier naturel non nul 7 et qui simule le déroulement de n parties retournant la
proportion de parties gagnées parmi ces n parties.

Le programme doit :

- définir jouer d’argument n (donc je dois trouver « def jouer(n) : »)

- renvoyer la proportion de parties gagnées ( on doit terminer par un « return nbgagne/n » et pas le nb de parties gagnées
- le choix équiprobable initial de la machine doit étre pris en compte

- il s’agit de simuler n parties d’ou1 la présence d’'une boucle

- simuler correctement une partie sur chacune des machines avec les bonnes probabilités

- prévoir le changement de machine si la partie est perdue

Attention, les erreurs de syntaxe suivantes sont pénalisées :

- oubli indentation ou oubli de : apres un def, un if, un else, un for, un while...

- erreur de symbole = au lieu de == pour un test ou == pour = dans un affectation

- erreur de manipulation de liste (un L=append(...) au lieu d’'un L.append(...) par exemple)

- mauvais appel des fonctions random

- les erreurs conduisant a des erreurs a la réalisation du programme (par exemple : 0.2 et 0,2 n'ont pas le méme sens en Python

1 |import random

2 | def machine(b):

3 """ simule une partie avec la machine A si b=0 et B sinon

4 renvoie 1 pour une partie gagnée et 0 sinon"""

5 p=random .random ()

6 if b==0:

7 if p<0.2:

8 return 1

9 else:

10 return 0

11 else:

12 if p<0.1:

13 return 1

14 else:

15 return 0

16

17 | def jouer(n):

18 L=[]

19 # choix initial de la machine: si x<0.5, machine A et machine B sinon
20 x=random .random ()

21 if x<0.5:

22 b=0

23 else:

24 b=1

25 for i in range(n): # simulation des n parties dans la liste L

26 L.append (machine(b)) # L[i]=0 si la partie est perdue et 1 sinon
27 if L[i]==0: # il faut changer de machine

28 b=1-b # si b=1 alors b devient 0 et inversement

29 return sum(L)/n # sum(L)=nombre de 1 dans L=nombre de parties gagnées
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OU AUTRE PROPOSITION :

1 |import random
2
3 |def jouer(n):
4 machine=0 # machine=0 si on joue avec la machine A et 1 sinon
5 total=0 # total est le nombre de partie gagnée
6 # choix de la machine initial aléatoire
7 if (random.random() >0.5):
8 machine=1
9 for i in range(n): # simulation des n parties
10 if (machine==0):
11 if (random.random() <0.2):
12 total+=1 # total n'augmente que si la partie est gagnée
13 else:
14 machine=1 # on change de machine si la partie est perdue
15 else:
16 if (random.random() <0.1):
17 total+=1
18 else:
19 machine=0
20 return (total/n)
OU AUTRE PROPOSITION :
1 |import random as rd
2 | def jouer(n):
3 nbgagne=0 #nombre de parties gagnées
4 machineA=rd. choice ([ True, False]) #choix initial equiprobable
5 for i in range(n):
6 if machineA==True:
7 probavictoire=0.2
8 else:
9 probavictoire=0.1
10 if rd.random() <probavictoire:#realisation de la partie
11 nbgagne+=1 #ajout d'une partie gagnée
12 else:
13 machineA=not machine A  #changement de machine car partie perdue
14 return nbgagne/n

2. Déterminer la probabilité de gagner la premieére partie
1 s’agit de calculer P(G,). On utilise pour cela le systtme complet d’événement {A;,A;} sachant que, vu que le choix initial de la

— 1
machine est aléatoire, P(A;) = P(A;) = > En outre, on connait aussi les probabilité conditionnelle :
1 1
- si A est réalisé, le joueur joue sur la machine A et donc il gagne avec une probabilité de 5 soit P(G|A;) = g

— 1 — 1
- si A estréalisé, le joueur joue sur la machine B et donc il gagne avec une probabilité de s soit P(G|A;) = =

D’apres la formule des probabilités totales :

P(G;) =P(A;) xP(G;]A;) + P(A7) x P(G1|A7) L 1+1 1 _2+1_3
= X X = — X — - X — = = —
! ! 1 ! P55 7572710 2x10 20

3. Que dire de la famille d’événements {A; N Az, A} NAz,A; NAz,A] N Az} ? En déduire P(Gy).

« Justifions que cette famille est un systéeme complet d’événements :

Méthode n° 1 : Les événements de cette famille sont deux a deux incompatibles (car I'intersection de 2 événements comporte tou-
jours soit A N A soit Ay NAy qui est vide) et la réunion de ces événements donne I'univers en entier car :

(A1 nA2)U (A1 NA2)U(A; NA2)U(A; NAL) = (Al N (Az UA_z)) U (A_m (A2 UA_z)) =(A1NQ)U(AINQ)=AUA; =Q

Méthode n° 2 : Les 4 événements donnent les 4 alternatives possibles a I'issue de la premiere partie :

A1 NAj est’événement «la partie n°1 jouée sur la machine A est gagnante »

A1 NA; est'événement «la partie n°1 jouée sur la machine A est perdante »

A1 NA; est'événement «la partie n°1 jouée sur la machine B est gagnante »

A1 NA; est’événement «la partie n°1 jouée sur la machine B est perdante »

Lun et un seul de ces événements sera réalisé a I'issue de la premiére partie aussi cette famille est un systéme complet d’événements.
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» On peut utiliser la formule des probabilités totales sur ce systeme complet d’événements :

Méthode n°1: P(Gy) = P(A] NA) x P(G2|A; NA2) +P(A; NA2) x P(G2|A; NA2) + P(A] NA2) x P(G2lA; NA2) +P(A] NA2) x P(GalA] NA)
On connait les probabilités conditionnelles de cette formule :

- elles valent % si on conditionne par A; N A, ou AL NA, puisque A, étant réalisé, on joue sur la machine A

- elles valent 1—10 pour les deux autres conditionnements oi1 A, est réalisé donc le jeu est sur la machine B

On calcule les autres probabilités par la formule des probabilités composées :

1 1 1 1
P(A1NnAz) =P(A1) x P(A2|A;) or P(A2]A1) = P(G1|A7) = 5 (sachant Aj, on réalise A, lorsqu’on réalise G;) soit P(A1 NAp) = 2 X o = T
AU = — 1 4 4
Et,deméme: P(A;NA2) =P(A;) xP(Az|A1) =P(A1) xP(G1|Ay) = SHE =0 et aussi, de maniére analogue et en se limitant aux
— 1 9 9 — 1 1
applications numériques: PAjNA))==-x-—=— et PAjNA))==-x—=—
RS (ALNA2) 2X10 20 ArnAa) =510 20
. 1 1 4 1 9 1 4+8+18+1 31
Finalement: P(Gp)= S — X — 4 — x— + VI il ol
10 5 10 10 20 5 20 10 200 200

Méthode n°2 : P(G2) =P(A1NA2NGy) +P(A; NA2NG2) +P(A; NA2NGy2) +P(A] NA, N Gy)P
On calcule les probabilités par la formule des probabilités composées: P(A; NA2 NG2) =P(A1) x P(A2]A1) x P(G2|A; NAy)

P(A2|A;) est la probabilité de jouer sur la machine A au 2éme jeu alors qu’on jouait sur la machine A au premier jeu : c’est donc la

probabilité de gagner sur la machine A lors du premier jeu pour rester sur cette machine A soit P(A2|A;) =

5
1 1 1 1
P(Gy|A;1 NAy) = 5 probabilité de gagner sachant qu’on joue sur la machine A. Ainsi: P(A; NA2 N Gy) = 5 = X =
De maniere analogue
_ 1 4 1
P(A1NA2NGy) = P(A]) x P(Az]A}) x P(G2|A; NAp) = 5=
_ 1 9 1
P(A; NA2NGy) =P(A1) x P(A2]A]) x P(G2|A] NAp) = 5705
. 1 1 1
P(AlﬁAzﬁGz) P(Al) XP(A2|A1) XP(G2|A10A2) E E X E
1 1 1 1 4 1 1 9 1 1 1 1 _4+2><4+2x9+1_31

Finalement: P(Gp)=—-X—-X—-+—X=-X—+—-X—X—+—X—X— = =—
2 5 5 2 5 10 2 10 5 2 10 10 200 200

4. Sachant que la deuxiéme partie a été gagnée, quelle est la probabilité que cette partie I'ait été sur la machine A?
P(A2nGz)  P(A2) xP(G2|A2)

P(Gy) PGy
Méthode n° 1 : on calcule P(A;) avec le systeme complet {A1,A1}:

On cherche désormais P(A»|Gy) soit : P(A2|G3) =

P(A2) =P(A1)P(A2|A1) + P(A])P(As]A;) = —1 P(G1]A}) + = P(G |A}) = —1 —1 4 —1 i = —2 o = —11
X X
2 ! 2 ! 2 T T 5 2 10 20 20

1
puisqu’en effet : P(A3|A;) estla probablhte de gagner sachant qu’on joue sur la machine A soit P(A3|A;) =P(G1]A;) = 5

_ 9
et P(A2]A;) est la probabilité de perdre sachant qu’on joue sur la machine B soit G

Méthode n°2 : on remarque que: A =(A;NGp)U (A;nG;) car, pour jouer la deuxiéme partie sur la machine A, soit on a gagné la
premiere sur la machine A, soit on a perdu la premiere sur la machine B

Les événements A; NG, et A; NG, sont incompatibles aussi, avec la formule des probabilités composées :
1 1 9 11

P(A2) =P(A1NG) +P(A; nG)) =P(A}) x P(G1]|A1) +P(A]) x P(G[A]) = = x — + = ==

(A2) =P(A1NG1) +P(A1 N G1) =P(A)) x P(G1]A1) + P(A1) x P(G1 A1) 2><5 2T

En effet, P(G_llA_l) est la probabilité de perdre sachant qu’on joue sur la machine B soit 1 - — = 10
1
11
205 11 200

= X
31
o0 100 31

Finalement : P(A5|G») = < | P(A2|Go) = 31
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5. On fixe k e N*
(a) Exprimer P(Gy) al’aide de P(Ag).

On utilise cette fois le systeme complet {A;, A} et la formule des probabilités totales :

_ — 1 1 1 1
P(Gy) =P(Ax) x P(Gg|Ar) + P(Ag) x P(Grl|Ax) = P(Ag) x = + (1 —P(Ak)) X 10 soit |P(Gg) = 10 4 l—OP(Ak)

— 1 — 1
ol P(Gy|Ag) (resp P(Gg|Aj) estla probabilité de gagner sur la machine A (resp B) soit P(Gi|Ag) = s (resp P(GglAg) = E)

Remarque : Ecrite G = (Ax NGg) U(Ar NGy) ot les deux événements sont incompatibles, c’est (re)découvrir les probabilités totales...

7 9
b) Mont PA =——PA)+—
(b) Montrer que P(Ag1) 10 (Ag) 10

Méthode n° 1 : On utilise le systéme complet {A,. Ayletla formule des probabilités totales :
P(Ak+1) =P(Ag) x P(Ag411Ax) +P(Ag) x P(Ag111A) avec P(Ag) =1-P(Ag)

Mais : P(Ag+1/Ax) = P(Gg|Ag) = 5 (pour jouer sur la machine A la partie k + 1, il faut gagner la partie k jouer sur la machine A)

— — 9
et:P(Agi1lAr) =P(GilAg) = = (pour jouer sur la machine A la partie k + 1, il faut perdre la partie k jouer sur la machine B)

1 9 7 9
Ainsi: P(A =PAp)x=-+(1-PAy)) x — < |PA =——PAp) +—
(Ags1) =P(Ag) 5 ( (Ax)) 10 (Ak+1) 0 (Ak) 0

Méthoden°2: Onremarque A, =(ArNGr)U(@ArNnGy) car, pour jouer la partie k + 1 sur la machine A, soit on a gagné la
partie k sur la machine A, soit on I'a perdue sur la machine B et les deux événements sont incompatibles :

P(Ag+1) = P(Ax N Gy) + P(Ax N Gg) = P(Ag) x P(GglAg) + P(Ar) x P(GglAg) = P(Ag) x P(GrlAg) +P(Ag) x (1 —P(GglAg))

et voir 5a pour la justification des probabilités conditionnelles

(c) En déduire P(A) puis P(Gg) en fonction de k

On reconnait pour (P(Ak))k>1 une suite arithmético-géométrique :

=

0 . - 7 9 17 9 9
-I'équation aux limitesest: l=—-—~F0+ — o —f0=— o= —
10 10 10 10 17
- la suite (vg) out v = P(Ag) — £ est géométrique :
7 9 7.9 7 7 7\t
=PArs1)—€=[- —=PAR+—]|-[- =0+ —=|=—-—(PAY) -0) = —— it vp=|-—
Vk+1 =P(Ag+1) ( 5 (Ag) 10) ( 5 10) 10( (Ap) -0 07k soit Ui ( 10) X vy
Ainsi: P(Ag) = vg+0 ( 7)H (Pan-e)+e ( 7)H(1 9)+9 it| P(Aj) ( 7)H( 1)+9
insi: =v =|-— X - =|-— ——— |+ — soi =|-— —-——|+—=
ok 10 ! 10/ (2 17)717 k 10 34) 17
e e ( 7)k—1( 1)+9 it |pGo=2 ( 7)’C‘1 1
uis : =—+—||-— —— |+ — | soi =——|-—= X —
P k 10 10 10 34 17 k 85 10 340
< e Sn
(d) Pourn=1,onposeS, = Z P(Gyp). Calculer S, puis la limite de — lorsque n — +oo
k=1 n
Comparer votre résultat a des simulations numériques obtenues a I’aide de la question 1.
Ona:
7 n
1_ R
n 13 1 &( 7\ 13 1 n=leo7y\ a3 1 (1) 13 1 7\"
B £ 35 4] s Ll s sl
= =85 340\ 10 85 340 {pl 10) 85 340" | 7 85 34x17 10
10
.S, 13 1 7\" 13 13 ) . S, 13
Aussi: —=—-———I|1—-(-— ——— — —0x1=— soit| lim —=—
n 85 34x17n 10 n—+oo 85 85 n—+oo p 85
——
—0 —1-0

En faisant tourner I'algorithme, on trouve, pour n grand, une valeur empirique proche de cette valeur théorique
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Remarques suite a la correction des copies du probleme n° 1

Ce probléme est un extrait d'un sujet Banque PT de 2010 : la technicité calculatoire attendue était, sans conteste, nettement supérieure
aux attendus actuels mais c’était une autre époque...

1. 1l s’agissait d’utiliser le théoréme de composition. Attention, dire Arcsin et cos sont C2sur]-1,1[ ne sera pas suffisant : on utilise
bien le caractere C2 de Arcsin sur | — 1,1[ mais on applique le cosinus aux valeurs prises par aArcsin x donc sur —Ialg, |(X|§ et

comme « € R*, il faut donc le caractere C2 du cosinus sur R.

2.,3.,4. Juste des questions de calculs...Il suffit d’étre rigoureux. Attention! Il y a encore beaucoup de confusion entre = et <!

5(a) Le grand classique : 1a encore, il faut étre rigoureux et précis. Ici, pour que y soit solution sur ] — 1, 1|, il faudra vérifier R = 1 (et pas
seulementR > 0...)

o
5(b) Lerésultat de cours «Si y est DSE alors le coefficient a, de son développement vaut a,, = » semble mal connu...
) . . . / , . y"(0)

Il n’est pas nécessaire de redémontrer que y'(0) = a;, c’est directement du cours comme ag = y(0) ou ap = 7
5(c) Une itération a mener, c’est toujours un peu technique : il faut prendre son temps et bien veiller a simplifier.

Ici. il était i cant de simolifi (k(k-1)+k—o? k? — o

ci, il était important de simplifier: ag.p = ———arenag, = ———a
P P 2T TR k+n K T krk+D *

Vous repérez généralement le présence de (2p)! dans le a, mais, attention a bien I'écrire : (2p)! # 2p!!

p-1
[T@K?-o?
k=0
2p)!
5(d) Les justifications sont souvent brouillonnent : je vous renvoie vers le corrigé
5(e) Attention! Dire que a n’est pas un entier naturel pair ne signifie pas que a est un entier naturel impair! Dans cette question, on
traite les cas de o € R* qui ne sont pas traités dans (d)...L'idée est de repérer qu’alors les coefficients a,), ne s’annulent jamais et on

p p-1
Le produit du numérateur n’est pas toujours bien indicé: az, = etpas || (2k)? - a®) ou I1 (2k)? —a?)
k=0

k=1

+00
peut donc utiliser la régle de d’Alembert sur la série lacunaire y(x) = Z aszz’”
p=0

Attention a l'application de la reégle de d’Alembert : on calcule la limite du quotient de deux termes consécutifs (pas 2 coefficients!)

, o |42 X?P 2| ) lazp2]
Autrement dit on doit simplifier : 5 et pas simplement
[G2px°P| lazpl
Méfiez vous des corrigés qui utilisent des regles obsoletes qui ne s’appliquent pas dans tous les cas...

2n+1

1
Par exemple : pour la série ) 2" x*" le calcul ol - 2 = 2 et votre «regle obsolete » conclurait R = 3 alors que le quotient a
n=0 A2n

lazn+2l

|32n+2x2n+2| 2n+1 2 2 PN 1 . .
calculer est = x“ =2x° conduit a R = — par la discussion :
| aznx?¥| 2n V2
1 1 1 1 1
ilyaCVAsin2 <lox’<-o|x|]<—doncR=—, ilyaDVGsin2 >lo|x|>—douR<s —
2 V2 2 2 2

5(f) Dans cette question, il s’agit de signaler que R = 1 dans tous les cas (bilan de (d) et (e)) et donc que le probleme de Cauchy posséde
bien une solution DSE sur ] -1, 1[. Or, puisqu’on sait que g, est solution de ce probleme et que la solution d’'un probléme de Cauchy
est unique, on peut identifier gy (x) et y(x) sur ] —1,1[ ce qui assure le résultat.

6(a) Une question de technicité calculatoire ol il s’agit d’étre rigoureux dans les étapes (voir corrigé)

6(b) Largument cos(Arcsin x) = 0 car Arcsin x € [—g, g] est en général manquant or Va2 = |al donc écrire cos(Arcsin x) = v/ cos? (Arcsin x)
nécessite bien cet argument...

6(c) Une autre question de technicité en partant de la formule du binéme cette fois (voir corrigé)
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Remarques suite a la correction des copies du probleme n° 2

1. Cette question a été, en général, bien réussie. Attention toutefois a faciliter la compréhension de vos programmes. Les rapports de
jury soulignent que le correcteur limite sa compréhension d'un programme a deux lectures maximum : vous devez donc faire un
effort de clarté, n’hésitant pas a mettre des commentaires pour aider a la compréhension de vos programmes (surtout quand ils sont
subtiles)

Pour I'évaluation, la présence des éléments suivants permet de récupérer des points :

— on demande une fonction qui s’appelle jouer de parametre n d’ou présence de: defjouer(n) :

— ellerenvoie la proportion de partie gagnée d'oiune finen: returnk/n ou k estle nombre de parties gagnées
— respect des indentations

— présence initiale de importrandom puisqu’il s’agit de faire des tirages aléatoire

— code pour simuler le choix aléatoire de la machine initiale

— présence d'une boucle pour simuler les n parties a jouer

— code pour simuler le jeu sur une machine fixée (tirage aléatoire et test)

— test pour savoir si la partie est gagner avec :

- incrémentation du nombre de parties gagnées lorsque la partie est gagnée

- basculement sur I’autre machine lorsque la partie est perdue
Ensuite, j’ai retiré des points en cas de faute grave dans l'algorithme ou la syntaxe du programme. J’ai signalé sur vos copies les
lignes inutiles (souvent des affectations qui ne changent rien ou I'introduction de variables qui ne servent a rien) mais, étant sans
conséquence sur la réalisation programme, je ne I’ai pas sanctionnée.

2. AYécrit (et méme al’oral), il n’y a pas a introduire de nouveaux événements si le sujet a déja introduit les événements
Certains ont introduit les événements G (resp Gp) «la premiere partie est gagné sur la machine A (resp B) »
Autrement dit G est]’événement :
«la premiere partie est joué sur la machine A » et «la premiere partie est gagnée » soit Ga = A1 NG

1 1
Bien souvent, ces étudiants écrivent P(G,) = 5 ce qui est faux! C’est la probabilité conditionnelle P(G;|A;) = 5

1 1, s )
Parcontre: P(Gp) =P(A1NGy) =P(A1) x Py, (Gy) = > x = s’obtient par la formule des probabilités composées.

Deméme: Gg=G;NnA; etlaffirmation souvent écrite (rarement justifiée) que G; =GpUGg estliée au fait que {A1 ,A_l} estun
systtme complet d’événement aussi: G; =G NQ=G;n(A;UA;)=(G1nA;)U(GINAY)
Enfin, vous devez justifier les probabilités utilisées a I'aide du texte :

— 1
P(A)) =P(A)) = 3 car le choix initial de la machine est a équiprobabilité sur les deux machines

1 1
P(G1l1A) = A car, si on joue sur la machine A, la probabilité de gagner est de 5 etc...

3. Deux approches possibles (détaillées dans la correction) pour obtenir que la famille indiquée est un systeme complet d’événe-
ment...Le sujet vous oriente donc vers une formule des probabilités totales avec ce systéme complet. Vous devez soigneusement
expliquer (au moins pour 'une d’entre elle) comment vous obtenez les probabilités conditionnelles. Au niveau des applications
numeériques, je rappelle que vous n’aurez pas de calculatrice aussi laisser vos résultats sous forme fractionnaire (réduite toutefois!)

4. Laencore, deux raisonnements possibles détaillés dans la corrections et, 1a encore, vous devez expliquer vos probabilités condition-
nelles...
5. (a) Encore une formule de probabilité totale mais cette fois avec le systeme complet {Ak,A_k}
(b) Deux approches possibles détaillées dans la correction.
(c) Vous avez, en général, repéré la suite arithmético-géométrique et appliqué la méthodologie.
Attention al'indice de démarrage lorsque vous exprimez une suite géométrique :
si (un) est géométrique de raison g et de premier terme uy, alors u, = u,, x """ (I'indice de départ ng +1'exposant d’itération
n — ng vaut l'indice final n)
(d) 1l s’agissait de manipule des sommes finis et d’identifier une somme géométrique. Le décalage d’indice pouvant se gérer soit
par un changement d’indice (voir corrigé) soit par :
n
i( 7)k‘1 10i( 7)’“ 10 7 1-(-15)
—_— = —— - =——X _— X—
7
o\ 10 7 o\ 10 7 10 1-(-1%)
premier terme

Pour le passage a la limite, on utilise, bien stir, la limite d'une suite géométrique qui tend vers 0 puisque

7
<1
0
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